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Rozdziat 6 < Orka atraktorem

Georg Cantor w 1883 roku zaproponowat prosta do wykonania konstrukcje matema-
tyczng. Domkniety odcinek [0,1] nalezy podzieli¢ na trzy rowne czesci, a nastepnie usung¢
srodkowa z nich. Z pozostatymi dwoma odcinkami trzeba postapi¢ analogicznie. Podobnie
nalezy uczyni¢ z czterema odcinkami na kolejnym poziomie podziatu. Procedure te trze-
ba kontynuowa¢ nieskoriczong ilos¢ razy. W ten sposdb narodzit sie pierwszy w dziejach
Swiata fraktal, chod nie zostat jeszcze wdwczas tak nazwany. Stworzony obiekt uzyskat
nazwe zbioru lub pytu Cantora.

Pomyst Cantora nie zyskat jednak uznania w oczach wspdtczesnych mu kolegéw
po fachu. Charles Hermite (1822-1901), francuski matematyk, stwierdzit, ze prace Cantora
nie maja sensu, dopoki nie zostanie odkryty jakis gtebszy sens odwzorowania linii na po-
wierzchnie. Owczesna matematyka nie radzita sobie bowiem z obiektami, ktérych ,,prawie
nie ma”, a taki wydawat sie wtasnie zbiér Cantora. Co gorsza, na ten obiekt mozna byto
spojrze¢ nie tylko z jednego punktu widzenia. Jego makroskopowy, ,,dazacy do nicosci” ob-
raz zupenie nie réznit sie od tego, ktdry uwidaczniat sie w skali mikroskopowej. Schodzac
»W gtab” na dowolnie ,,niski” poziom struktura zbioru pozostawata bowiem niezmienna
i mozna jg byto bada¢ dostepnymi metodami analizy i topologii. Cho¢ z formalnego punk-
tu widzenia trudno byto Cantorowi cokolwiek zarzuci¢, ,,rozdwojenie jazni” jego dzieta,
a co za tym idzie ktopoty z interpretacjg, sprawito, ze na temat tej i innych jego prac poja-
wito sie wiele krytycznych opinii.

Sposréd innych obiektéw geometrycznych fraktale wyrdzniaja sie dwiema cechami:
samopodobieristwem (w kazdej skali fraktal jest taki sam albo, mdwigc inaczej, fraktal jako
catos¢ jest podobny do swoich czesci) i wymiarem, ktdry nie musi by¢ liczba catkowita.
Chciatbym zatrzymad sie przy tej drugiej wtasciwosci. Wprowadzenie jej w swiat fraktali
zawdzieczamy Benoit Mandelbrotowi (1924-2010), francuskiemu matematykowi. To jego
wiasnie uwaza sie za ,,0jca” fraktali (rysunek 18), poniewaz uzyt tego okreslenia w stosun-
ku do obiektdw majacych dwa wspomniane wyzej przymioty.

Rozpatrujac pyt Cantora, nie mozna powiedzie¢, ze jest on punktem. Jest jednak
czyms$ znacznie mniejszym niz odcinek. Zaréwno przypisanie mu wymiaru 0, jak i wymiaru
1 nie bytoby wiec wtasciwe. Dobrze bytoby zatem znalez¢ jakis opis, ktdry w lepszy spo-
séb odzwierciedla te wtasnos¢ zbioru. Gtowigc sie nad tym zagadnieniem w przypadku
réznych fraktali, Mandelbrot zdecydowat sie na przepis stworzony przez Felixa Hausdorffa
(1868-1942), matematyka niemieckiego. Definicja wymiaru Hausdorffa jest trudna, dlatego
najlepiej przedstawic jg na przyktadzie. Do tego celu wybiore obiekt, ktérego wynalazca
byt Niels Fabian Helge von Koch (1870-1924), matematyk szwedzki.

Algorytm generowania krzywej Kocha, zwanej réwniez ptatkiem Kocha (rysunek 19),
jest prosty i czesciowo podobny do konstrukgji pytu Cantora. Réznica polega na tym, ze
w krzywej Kocha odcinek poczatkowy moze mie¢ dowolng dtugosc |, a po jego podziale
na trzy réwne czesci usunietg czes¢ srodkowa zastepuje sie dwoma odcinkami o dtugosci
13 1 (krok 1). W kolejnych krokach operacje te wykonuje sie dla wszystkich istniejacych
odcinkéw. Kazdy krok polega wiec na trzykrotnym zmniejszeniu skali (I, 13, 1/9, 1112 itd.)



6.4. Fraktale

Rysunek 18. | Fraktal Mandelbrota
Irédto: Wikipedia (4)

i czterokrotnym zwiekszeniu liczby elementdéw (1, 4, 16, 64 itd.). W krzywej Kocha, biorac
trzy razy mniejsze jednostki, miesci sie ich zatem cztery razy wiecej. Wymiar zbioru, ozna-
czony literg d, mozna w takim razie zapisac jako 3¢ = 4, z czego wynika, ze d = In4/In3 = 1,26.

Mandelbrot ,,miat nosa”, wybierajac te, a nie inng definicje wymiaru dla fraktali.
Z punktu widzenia topologicznego krzywa Kocha jest po prostu linig tamang o wymiarze 1,
ale takie uproszczenie gubi informacje o jej wewnetrznej strukturze. Zastosowanie definicji
Hausdorffa ,,dodaje jej gtebi”, przez co umozliwia lepsze poznanie jej wtasciwosci. Wymiar
stanowi zatem istotng informacje o danym fraktalu i pokazuje, jak bardzo rézni sie on od
gtadkich obiektéw klasycznych, ktdrych wymiar opisywany jest zawsze liczbg catkowita.
Dzieki temu mozna powiedzie, ile ,,pustki” zawiera dany obiekt.

Utamkowos¢ wymiaru fraktali jest cena, jaka ptaci sie za zdobycie dodatkowej wiedzy
o tych obiektach. Co gorsza, wymiar moze by¢ liczba niewymierna, a one, jak pamietamy
z podrozdziatu Liczby, budzity wstret pitagorejczykdw i bylty przez wielu uczonych uwa-
zane za ,,niedoskonate”. Okazuje sie jednak, ze ponownie mozna sie postuzy¢ czyms tak
niedoskonatym. Strukture fraktalng moga mie¢ bowiem porowate skaty, szczyty gorskie,
chmury, fiordy, btyskawice, kwiaty kalafioréw, dendryty, systemy naczyri krwionosnych
lub oddechowych (oskrzela) czy nawet sam Wszechswiat do odlegtosci 2 gigaparsekéw
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