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Georg Cantor w  roku zaproponowa  prost  do wykonania konstrukcj  matema-
tyczn . Domkni ty odcinek [ , ] nale y podzieli  na trzy równe cz ci, a nast pnie usun  
rodkow  z nich. Z pozosta ymi dwoma odcinkami trzeba post pi  analogicznie. Podobnie 

nale y uczyni  z czterema odcinkami na kolejnym poziomie podzia u. Procedur  t  trze-
ba kontynuowa  niesko czon  ilo  razy. W ten sposób narodzi  si  pierwszy w dziejach 
wiata fraktal, cho  nie zosta  jeszcze wówczas tak nazwany. Stworzony obiekt uzyska  

nazw  zbioru lub py u Cantora.
Pomys  Cantora nie zyska  jednak uznania w oczach wspó czesnych mu kolegów 

po fachu. Charles Hermite ( – ), francuski matematyk, stwierdzi , e prace Cantora 
nie maj  sensu, dopóki nie zostanie odkryty jaki  g bszy sens odwzorowania linii na po-
wierzchni . Ówczesna matematyka nie radzi a sobie bowiem z obiektami, których „prawie 
nie ma”, a taki wydawa  si  w a nie zbiór Cantora. Co gorsza, na ten obiekt mo na by o 
spojrze  nie tylko z jednego punktu widzenia. Jego makroskopowy, „d cy do nico ci” ob-
raz zupe nie nie ró ni  si  od tego, który uwidacznia  si  w skali mikroskopowej. Schodz c 
„w g b” na dowolnie „niski” poziom struktura zbioru pozostawa a bowiem niezmienna 
i mo na j  by o bada  dost pnymi metodami analizy i topologii. Cho  z formalnego punk-
tu widzenia trudno by o Cantorowi cokolwiek zarzuci , „rozdwojenie ja ni” jego dzie a, 
a co za tym idzie k opoty z interpretacj , sprawi o, e na temat tej i innych jego prac poja-
wi o si  wiele krytycznych opinii.

Spo ród innych obiektów geometrycznych fraktale wyró niaj  si  dwiema cechami: 
samopodobie stwem (w ka dej skali fraktal jest taki sam albo, mówi c inaczej, fraktal jako 
ca o  jest podobny do swoich cz ci) i wymiarem, który nie musi by  liczb  ca kowit . 
Chcia bym zatrzyma  si  przy tej drugiej w a ciwo ci. Wprowadzenie jej w wiat fraktali 
zawdzi czamy Benoît Mandelbrotowi ( – ), francuskiemu matematykowi. To jego 
w a nie uwa a si  za „ojca” fraktali (rysunek ), poniewa  u y  tego okre lenia w stosun-
ku do obiektów maj cych dwa wspomniane wy ej przymioty.

Rozpatruj c py  Cantora, nie mo na powiedzie , e jest on punktem. Jest jednak 
czym  znacznie mniejszym ni  odcinek. Zarówno przypisanie mu wymiaru , jak i wymiaru 
 nie by oby wi c w a ciwe. Dobrze by oby zatem znale  jaki  opis, który w lepszy spo-

sób odzwierciedla t  w asno  zbioru. G owi c si  nad tym zagadnieniem w przypadku 
ró nych fraktali, Mandelbrot zdecydowa  si  na przepis stworzony przez Felixa Hausdor  a 
( – ), matematyka niemieckiego. De  nicja wymiaru Hausdor  a jest trudna, dlatego 
najlepiej przedstawi  j  na przyk adzie. Do tego celu wybior  obiekt, którego wynalazc  
by  Niels Fabian Helge von Koch ( – ), matematyk szwedzki.

Algorytm generowania krzywej Kocha, zwanej równie  p atkiem Kocha (rysunek ), 
jest prosty i cz ciowo podobny do konstrukcji py u Cantora. Ró nica polega na tym, e 
w krzywej Kocha odcinek pocz tkowy mo e mie  dowoln  d ugo  l, a po jego podziale 
na trzy równe cz ci usuni t  cz  rodkow  zast puje si  dwoma odcinkami o d ugo ci 
/  l (krok ). W kolejnych krokach operacj  t  wykonuje si  dla wszystkich istniej cych 

odcinków. Ka dy krok polega wi c na trzykrotnym zmniejszeniu skali (l, l/ , l/ , l/  itd.) 
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i  czterokrotnym zwi kszeniu liczby elementów ( , , ,  itd.). W krzywej Kocha, bior c 
trzy razy mniejsze jednostki, mie ci si  ich zatem cztery razy wi cej. Wymiar zbioru, ozna-
czony liter  d, mo na w takim razie zapisa  jako d = , z czego wynika, e d = ln /ln   , .

Mandelbrot „mia  nosa”, wybieraj c t , a nie inn  de  nicj  wymiaru dla fraktali. 
Z punktu widzenia topologicznego krzywa Kocha jest po prostu lini  aman  o wymiarze , 
ale takie uproszczenie gubi informacj  o jej wewn trznej strukturze. Zastosowanie de  nicji 
Hausdor  a „dodaje jej g bi”, przez co umo liwia lepsze poznanie jej w a ciwo ci. Wymiar 
stanowi zatem istotn  informacj  o danym fraktalu i pokazuje, jak bardzo ró ni si  on od 
g adkich obiektów klasycznych, których wymiar opisywany jest zawsze liczb  ca kowit . 
Dzi ki temu mo na powiedzie , ile „pustki” zawiera dany obiekt.

U amkowo  wymiaru fraktali jest cen , jak  p aci si  za zdobycie dodatkowej wiedzy 
o tych obiektach. Co gorsza, wymiar mo e by  liczb  niewymiern , a one, jak pami tamy
z podrozdzia u Liczby, budzi y wstr t pitagorejczyków i by y przez wielu uczonych uwa-

ane za „niedoskona e”. Okazuje si  jednak, e ponownie mo na si  pos u y  czym  tak
niedoskona ym. Struktur  fraktaln  mog  mie  bowiem porowate ska y, szczyty górskie,
chmury,  ordy, b yskawice, kwiaty kala  orów, dendryty, systemy naczy  krwiono nych
lub oddechowych (oskrzela) czy nawet sam Wszech wiat do odleg o ci  gigaparseków
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